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Questão 1 – Eletrostática

Considere um dielétrico com o formato de um cilindro fino, de comprimento L e raio desprezível.

O dielétrico tem carga elétrica distribuída uniformemente, com densidade linear λ. Uma carga

elétrica pontual Q se encontra a uma distância R do centro do dielétrico. A carga Q está restrita

a se mover em um círculo de raio R cujo centro é o ponto médio do dielétrico. O círculo está no

mesmo plano do dielétrico. Ver figura abaixo. Considere R ≫ L.

(a) (40%) Calcule a componente da força elétrica sobre Q na direção tangencial θ̂, até segunda

ordem em L/R.

(b) (40%) Quais valores de θ correspondem a pontos de equilíbrio estável?

(c) (20%) Se a carga Q tem massa M , ache a frequência de pequenas oscilações em torno de

um ponto de equilíbrio estável.

Formulário:

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2
x2 + . . .

∇f(r,θ,ϕ) =
∂f

∂r
r̂+

1

r

∂f

∂θ
θ̂ +

1

r sen θ

∂f

∂ϕ
ϕ̂
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Questão 2 – Potencial elétrico

Considere uma superfície esférica oca de raio R. Fixe um sistema de coordenadas esféricas com

origem no centro da esfera. Suponha que o potencial eletrostático na superfície da esfera seja

dado pela função

Φ(r,θ,ϕ)
∣∣
r=R

= V0 cos θ,

onde V0 é uma constante.

(a) (40%) Encontre o potencial eletrostático Φ(r,θ,ϕ) dentro e fora da esfera.

(b) (20%) Mostre que a densidade superficial de carga elétrica sobre a esfera é

σ(θ) =
3ϵ0V0

R
cos θ.

(c) (30%) Encontre a energia eletrostática total do campo.

(d) (10%) Mostre que a distribuição de carga do item (b) possui momento de monopolo nulo,

e calcule seu momento de dipolo elétrico.

Formulário:

Solução da equação de Laplace, ∇2f = 0, com simetria axial:

f(r,θ) =

∞∑
ℓ=0

(
Aℓr

ℓ +Bℓr
−(ℓ+1)

)
Pℓ(cos θ),

P0 = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1
2(3x

2 − 1), · · · ,
∫ 1

−1
dxPℓ(x)Pℓ′(x) =

2

2ℓ+ 1
δℓ,ℓ′
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Questão 3 – Magnetostática

(a) (40%) Seja V um volume esférico de raio R com centro na origem do sistema de coordena-

das. É sabido que o campo elétrico gerado por uma densidade de carga ρ(y) contida em

V é dado por

E(x) =
1

4πϵ0

∫
V
d3y

x− y

|x− y|3
ρ(y).

Use a Lei de Gauss para mostrar que

∫
V
d3y

x− y

|x− y|3
=


4π

3
x se |x| < R,

4πR3

3

x

|x|3
se |x| > R.

(1)

(b) (20%) Considere uma densidade volumétrica de corrente estacionária, j(r), no vácuo, pro-

duzindo um campo magnético B(r). Use a Lei de Biot-Savart para mostrar que a integral

do campo magnético contido no volume esférico V pode ser escrita como∫
V
d3r B(r) = −µ0

4π

(∫
d3r′ j(r′)

)
×
(∫

V
d3r

r′ − r

|r′ − r|3

)
. (2)

(c) (40%) Um modelo clássico para o elétron é um volume esférico, V , de raio R e carga total

−e, que ao girar produz uma densidade de corrente

j(r) =


je(r) se |r| < R,

0 se |r| > R.

Seja Be(r) o campo magnético produzido por j(r). A partir das expressões (1) e (2), mostre

que ∫
V
d3x Be(r) =

2µ0

3
me,

onde me é o momento de dipolo magnético criado por j(r).
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Questão 4 – Vetor de Poynting; Energia eletromagnética

Uma corrente de magnitude I em um fio fino infinito é ligada no instante t = 0. Os campos

elétrico e magnético resultantes são funções do tempo t e da distância ρ ao fio, como se segue:

E(t,ρ) = − µ0I ẑ

2πt
√

1−
( ρ
ct

)2 , B(t,ρ) =
µ0Iϕ̂

2πρ
√

1−
( ρ
ct

)2 ,
para t > ρ/c e E = B = 0 para t < ρ/c.

(a) (40%) Calcule a energia eletromagnética, UT , dentro do volume limitado por duas cascas

cilíndricas coaxiais, de raios ρ1 < ρ2 e comprimento L, paralelas ao fio, como ilustrado

na figura abaixo. Mostre que essa energia é maior que no caso magnetostático (onde

B = µ0I/(2πρ)ϕ̂) e converge para este quando t → ∞.

½1

½2

L

(b) (40%) Calcule o vetor de Poynting e o fluxo de momento eletromagnético, P (ρ), na super-

fície de um cilindro de raio ρ e comprimento L paralelo ao fio. Verifique que o fluxo se

anula para t → ∞.

(c) (20%) Verifique que o teorema de Poynting é satisfeito, mostrando que

P (ρ2)− P (ρ1) = −∂UT

∂t
.

Formulário:

∫
dx

x

1 + x2

1− x2
= ln

(
x

1− x2

)


